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Exercise 1

4. 设 W ∼ Wp(n,Σ), 并令 W = (wij) 和 Σ = (σij), 其中 i, j = 1, · · · , p.
(1) 试证明: wii ∼ σiiχ

2
n, i = 1, · · · , p

(2) 试计算: E(wij) 和 Cov (wij, wkl). 提示: Cov (wij, wkl) = n (σikσjl + σilσjk).

证明. (1) 设有 X =


X ′

1

X ′
2
...

X ′
n

 其中 Xi = (Xi1, Xi2, · · · , Xip) ∼ Np(0,Σ) (i = 1 · · ·n) ，是相

互独立的 n 个样本，且 W = X ′X = Σn
i=1X

′
iXi。

于是 Xi1, Xi2, · · · , Xin
iid∼ N(0, σi1)。

而 wii = Σn
k=1X

2
ki 于是由卡方分布的定义，wii ∼ σiiχ

2
n

(2)
E(wij) =E(Σn

k=1XkiXkj)

=Σn
k=1E(XkiXkj)

=Σn
k=1Cov(Xki, Xkj)

=Σn
k=1σij

=nσij

Cov(wij, wkl) =Cov(Σn
t=1XtiXtj,Σ

n
s=1XskXsl

=Σn
t=1(Σ

n
s=1Cov(XtiXtj, XskXsl)) ∗
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由于 s ̸= t 时 Xt 与 Xs 独立。

∗ =Σn
t=1Cov(XtiXtj, XtkXtl)

=Σn
t=1(σikσjl + σilσjk)

=n (σikσjl + σilσjk)

Exercise 2

5. (1) 设 W，x1, · · · , xm 相互独立，W ∼ Wp(n, Ip)，xi ∼ Np(0, Ip)，其中 i = 1, · · · ,m，
n ⩾ p。试求 W−1/2X ′ 的密度函数，其中 X ′ = (x1, · · · , xm)。

(2) 设 W1 和 W2 相互独立，且 W1 ∼ Wp(n, Ip) 和 W2 ∼ Wp(m, Ip)，其中 n,m ⩾ p。试求

W
−1/2
1 W2W

−1/2
1 的密度函数。

证明. (1) 由于 V ec(X ′) ∼ N(0, Im ⊗ Ip) 。于是在给定 W 时，Y = V ec(W−1/2X ′) 有条件

分布 Y |W ∼ N(0, Im ⊗W−1) ，记 Y = (Y ′
1 , · · · , Y ′

m)
′

故代入 W 的密度函数

f(W ) =
1

2np/2Γp

(
n
2

)
|Ip|n/2

|W |(n−p−1)/2 exp
{
−1

2
tr
(
I−1
p W

)}
后有：
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f(Y ) =

∫
w

f(Y,W ) dw =

∫
w

f(Y |w)f(w) dw

=

∫
w

1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)
|w|

n+m−p−1
2 exp{−1

2
[Y ′(Im ⊗ w)Y + tr(w)]} dw

=
1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)

∫
w

|w|
n+m−p−1

2 exp{−1

2
[Σm

i=1Y
′
i wYi + tr(w)]} dw

=
1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)

∫
w

|w|
n+m−p−1

2 exp{−1

2
[Σm

i=1tr(Y
′
i wYi) + tr(w)]} dw

1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)

∫
w

|w|
n+m−p−1

2 exp{−1

2
[Σm

i=1tr(YiY
′
i w) + tr(w)]} dw =

1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)

∫
w

|w|
n+m−p−1

2 exp{−tr(
Σm

i=1YiY
′
i + Ip

2
w)} dw

=
1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)

∫
w

|w|α exp{−tr(Aw)} dw ∗

其中 α = n+m−p−1
2

, A =
Σm

i=1YiY
′
i +Ip

2
。

由积分公式：

∫
|w|α exp (− tr(Aw)) dw =

Γp

(
α + p+1

2

)
|A|α+ p+1

2

有：

∗ =
1

2(np+1)/2
√
πΓp(

n
2
)
×

Γp

(
n+m−p−1

2
+ p+1

2

)
|Σ

m
i=1YiY ′

i +Ip
2

|n+m−p−1
2

+ p+1
2

=
2(mp−1)/2

√
π

Γp(
n+m
2

)

Γp(
n
2
)

1

|Y ′Y + Ip|
n+m

2

于是该分布为矩阵 t 分布。
(2)
由于 W2 ∼ Wp(m, Ip)，故不妨设有 W2 = X ′X 。于是 W

−1/2
1 W2W

−1/2
1 = W

−1/2
1 X ′XW

−1/2
1

于是在给定W1时 Y = V ec(W
−1/2
1 X ′)的条件分布为N(0, Im⊗W−1

1 )。因此M = W
−1/2
1 W2W

−1/2
1

的条件分布为 Wp(m,W−1
1 ) 。

于是：
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f(M) =

∫
w1

f(M,w1) dw =

∫
w1

f(M |w1)f(w1) dw

=

∫
w1

(
|w1|m/2

2mp/2Γ(m
2
)
|M |(m−p−1)/2 exp{−1

2
tr(w1M)}

× 1

2np/2Γ(n
2
)
|w1|(n−p−1)/2 exp{−1

2
tr(w1)}) dw1

=
|M |(m−p−1)/2

2(mp+np)/2Γ(m
2
)Γ(n

2
)

∫
w1

|w1|(n+m−p−1)/2 exp{−tr(
M + Ip

2
w1)} dw1

=
|M |(m−p−1)/2

2(mp+np)/2Γ(m
2
)Γ(n

2
)
×

Γp

(
n+m−p−1

2
+ p+1

2

)
|M+Ip

2
|(n+m−p−1)/2+ p+1

2

=
Γp

(
n+m
2

)
Γ(m

2
)Γ(n

2
)

|M |(m−p−1)/2

|M + Ip|(n+m)/2

Exercise 3

设 W ∼ Wp(n, Ip)，其中 W = (wij)，定义 rij =
wij√
wiiwjj

，则 R = (rij)p×p。

(1) 试证明：w11, · · · , wpp, R 相互独立；

(2) 试证明：w11, · · · , wpp 相互独立且同 χ2
n 分布；

(3) 试求 R 的分布。

证明. (1) 当 i = j 时 Rij = 1，显然与 w11, · · · , wpp 独立。故只需考虑 i ̸= j 时。

设 X =


X ′

1

X ′
2
...

X ′
n

其中 X1, X2, · · · , Xn
iid∼ Np(0, Ip)，且 W = X ′X 令 ui 为矩阵 X 的第 i列。

于是当 i ̸= j 时
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rij =
Σn

k=1xkixkj√
Σn

k=1x
2
kiΣ

n
k=1x

2
kj

=
u′
iuj

∥ui∥∥uj∥

显然，rij 对任意 s ̸= i, j, k = 1 · · ·n 有 rij 与 xks 独立，即与 wss = Σn
k=1x

2
ks 独立。于是只

用考虑 s = i; s = j 的情况。

首先给定 ui ，以
u′
i

∥ui∥ 为第一行构造正交矩阵 Q ，令 v = Quj 。记 v = (v1, v2, · · · , vn)′ 于

是 v1, v2, · · · , vn
iid∼ N(0, 1) 且 v1 =

u′
iuj

∥ui∥ 。代入 rij 得：

rij =
v1√
v′v

=
v1√

v21 + Σn
i=2v

2
i

=
t√

t2 + n− 1

其中 t = v1√
Σn

i=2v
2
i /(n−1)

∼ tn−1 。于是 rij 的条件分布与 ui 无关。这说明 rij 与 ui 独立，于

是与 wii = u′
iui 独立。同理可知 rij 与 wjj 独立。

(2) 由于 wii = u′
iui =

√
Σn

k=1x
2
kii = 1, 2, · · · p 由于 x1i, x2i, · · · xni

iid∼ N(0, 1)。且 ∀k =

1, · · ·n, i ̸= j, xki独立于xkj。于是 w11 · · ·wpp
iid∼ χn

(3) ∀i = 1, · · · p, P (rii = 1) = 1。

∀i ̸= j, rij =
t√

t2+n−1
,其中t ∼ tn−1。于是 t 的密度函数为

Γ
(
n
2

)√
(n− 1)πΓ

(
n−1
2

) (1 + t2

n− 1

)−n
2

t 关于 rij 的函数：t =

√
(n−1)r2ij
1−r2ij

。按照逆变换定理可算的 rij 的密度：

frij(r) =ft(t(r))
∂t

∂r

=
Γ
(
n
2

)√
(n− 1)πΓ

(
n−1
2

) ( 1

1− r2

)−n
2

×
√
n− 1

(1− r2)3/2

=
Γ
(
n
2

)
√
πΓ
(
n−1
2

) ( 1

1− r2

) 3−n
2

而对于 rij, rst ，在 i = j 或 i, j, s, t 互不相等时显然互相独立，当 i ̸= j, i = s, t ̸= s, t ̸= j

时，依旧可以在给定 ui 时按照以上方法构造正交阵，则 vj = Quj, vt = Qut 条件独立。于

是 rij, rit 条件独立

frij ,rit(rij, rit) = f(rij, rit|ui) = f(rij|ui)f(rit|ui) = f(rij)f(rit)

即 rij, rit 独立
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于是

f(R) =
∏
i<j

frij(rij) =
∏
i<j

Γ
(
n
2

)
√
πΓ
(
n−1
2

) ( 1

1− r2ij

) 3−n
2

Exercise 4

10. 设 Wi 相互独立，且 Wi ∼ Wp(ni, Ip)，其中 ni ⩾ p, i = 0, 1, · · · , k。

(1) 令 Mj =
(∑k

i=1 Wi

)−1/2

Wj

(∑k
i=1 Wi

)−1/2

, j = 1, · · · , k. 试求 (M1, · · · ,Mk) 的联合

密度函数；

(2) 令 Vj = W
−1/2
0 WjW

−1/2
0 , j = 1, · · · , k. 试求 (V1, · · · , Vk) 的联合密度函数。

证明. (1) 设 S =
∑k

i=1 Wi ∼ Wp(Σ
k
i=1ni, Ip) ，先求 S 给定时 (M1, · · · ,Mk) 的条件分布函

数。

f(M1, · · · ,Mk|S = s) = f(W1, · · · ,Wk|S = s)|J(W → M)|

其中 W = (W1, · · · ,Wk),M = (M1, · · · ,Mk) ，满足 Wi = S1/2Mi(S
1/2)′

由结论：设 X = BY B′，其中 X 和 Y 为 m×m 的随机矩阵，B 为已知的 m×m 非奇异

矩阵，则

J(X → Y ) = | det(B)|m+1.

知：|J(Wi → Mi)| = |s|(p+1)/2 ; |J(Wi → Mj)| = 0 (i ̸= j) 。于是：|J(W → M)| = |s|k(p+1)/2

而
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f(M1, · · · ,Mk|S = s)/(|J(W → M)|) =f(W1, · · · ,Wk, S = s)

f(S = s)

=
f(W1, · · · ,Wk−1,Wk = s− Σk−1

i=1Wi)

f(S = s)

=

∏k−1
i=1 f(Wi)f(s− Σk−1

i=1Wi))

f(S = s)

=

∏k−1
i=1

1

2nip/2Γp(ni
2 )

|Wi|(ni−p−1)/2 exp
{
−1

2
tr (Wi)

}
f(S = s)

×

1

2nkp/2Γp(nk
2 )

|s− Σk−1
i=1Wi|(nk−p−1)/2 exp

{
−1

2
tr
(
s− Σk−1

i=1Wi

)}
1

=
|s|

(Σk
i=1ni−kp−k)

2 |(
∏k−1

i=1 Mi)|
(ni−p−1)

2 |(Ip − Σk−1
i=1Mi)|

(nk−p−1)

2

2(Σ
k
i=1ni)p/2

∏k
i=1 Γp

(
ni

2

)
f(S = s)

=
|s|(Σk

i=1ni−kp−k)/2
∏k

i=1 |Mi|(ni−p−1)/2

2(Σ
k
i=1ni)p/2

∏k
i=1 Γp

(
ni

2

)
f(S = s)

exp{−1

2
tr(s)} ∗

又 f(S = s) = 1

2(Σ
k
i=1

ni)p/2Γp

(
Σk
i=1

ni
2

) |s|(Σk
i=1ni)−p−1)/2 exp

{
−1

2
tr (s)

}
代入 * 得：

∗ =
|s|(1−k)(p+1)/2Γp

(
Σk

i=1ni

2

)∏k
i=1 |Mi|(ni−p−1)/2∏k

i=1 Γp

(
ni

2

)
于是

f(M1, · · · ,Mk|S = s) =
|s|(p+1)/2Γp

(
Σk

i=1ni

2

)∏k
i=1 |Mi|(ni−p−1)/2∏k

i=1 Γp

(
ni

2

)
(2) 由第二题知 Vj 与 W0 独立，且其密度函数为：

f(Vj) =
Γp

(n0+nj

2

)
Γ(

nj

2
)Γ(n0

2
)

|Vj|(nj−p−1)/2

|Vj + Ip|(n0+nj)/2

又给定 W0 时 V1, · · · , Vk 条件独立，于是：
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f(V1, · · · , Vk) =f(V1, · · · , Vk|W0)

=
k∏

i=1

f(Vi|W0)

=
k∏

i=1

f(Vi)

=
k∏

i=1

Γp

(n0+nj

2

)
Γ(

nj

2
)Γ(n0

2
)

|Vj|(nj−p−1)/2

|Vj + Ip|(n0+nj)/2

Exercise 5

11. 设 W1 和 W2 相互独立，且 W1 ∼ Wp(n,Σ) 和 W2 ∼ Wp(m,Σ)，其中 Σ > 0，n ≥ p 和

m ≥ p。

(1) 试证明：W1 +W2 与 (W1 +W2)
−1/2W1(W1 +W2)

−1/2 相互独立；

(2) 试由 (W1 +W2)
−1/2W1(W1 +W2)

−1/2 的密度函数，计算 Λ(p, n,m) 的矩；

(3) 令 W1 +W2 = UU ′，其中 U 为对角线元素为正的下三角矩阵。试证明：W1 +W2 与

U−1W1U
−1 相互独立；

(4) 试证明：W1 +W2 与 CW1C
′ 相互独立，其中 C 满足条件 C(W1 +W2)C

′ = Ip。

证明. (1)令X = W1+W2, Y = (W1+W2)
−1/2W1(W1+W2)

−1/2。于是W1 = X1/2Y X1/2,W2 =

X −W1 。由矩阵微商性质知。
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∂W1

∂X
= ∗

∂W1

∂Y
= X1/2 ⊗X1/2

∂W2

∂X
= Ip2 − ∗

∂W2

∂Y
= −X1/2 ⊗X1/2

J((W1,W2) → (X,Y )) =

(
∂W1

∂X
∂W1

∂Y
∂W1

∂X
∂W1

∂Y

)
=

(
∗ X1/2 ⊗X1/2

Ip2 − ∗ −X1/2 ⊗X1/2

)

|det(J((W1,W2) → (X,Y ))| = |∂W1

∂Y
| = |X|p

因此

f(X,Y ) =f(W1,W2)|det(J((W1,W2) → (X,Y ))|

=
1

2(n+m)p/2Γp

(
n
2

)
Γp

(
m
2

)
|Σ|(m+n)/2

|W1|(n−p−1)/2|W2|(m−p−1)/2×

exp
{
−1

2
tr
(
Σ−1W1

)
− 1

2
tr
(
Σ−1W2

)}
|X|p

=
1

2(n+m)p/2Γp

(
n
2

)
Γp

(
m
2

)
|Σ|(m+n)/2

|X|(m+n)−2(p+1)/2|Ip − Y |(m−p−1)/2×

exp
{
−1

2
tr
(
Σ−1X

)}
|X|p

(2)
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