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Exercise 1

6. 假设随机向量 (X,Y )′ 服从二维正态分布，即(
X

Y

)
∼ N2

((
µ1

µ2

)
,

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

))
.

记 (x1, y1)
′, . . . , (xm, ym)

′ 为来自该二维正态分布的容量为 m 的一组独立同分布随机样本。

此外，额外观测了来自总体 X ∼ N(µ1, σ
2
1) 容量为 n − m 的一组独立同分布随机样本

xm+1, . . . , xn，其中 n > m。试给出所有未知参数的极大似然估计。

证明. 似然函数：

L(µ,Σ) =
m∏
i=1

1

(2π)1/2|Σ|1/2
exp{−1

2
(xi − µ1, yi − µ2)

′Σ−1(xi − µ1, yi − µ2)}

×
(∏

j=1

n−m)
1

(2π)1/2σ1

exp{− 1

2σ2
1

(xm+j − µ1)
2}

=
m∏
i=1

1

(2π)1/2
√

1− ρ2σ1σ2

exp{− 1

2(1− ρ2)
(
(xi − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ(xi − u1)(yi − µ2) +
(yi − µ2)

2

σ2
2

)}

×
(∏

j=1

n−m)
1

(2π)1/2σ1

exp{− 1

2σ2
1

(xm+j − µ1)
2}

=
1

(2π)(n)/2(1− ρ2)m/2σn
1σ

m
2

exp{−1

2
×

(Σm
i=1

(xi − µ1)
2

(1− ρ2)σ2
1

+ Σ
(
i=1n−m)

(xm+i − µ1)
2

σ2
1

+ Σm
i=12

ρ

1− ρ2
(xi − u1)(yi − µ2) + Σm

i=1

(yi − µ2)
2

σ2
2

))}
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对数似然：

ln(L(µ,Σ)) =− ln ((2π)(n)/2(1− ρ2)m/2)− (m+ n) ln (σ1)−m ln (σ2)−
1

2
(Σm

i=1

(xi − µ1)
2

(1− ρ2)σ2
1

+ Σ
(
i=1n−m)

(xm+i − µ1)
2

σ2
1

+ Σm
i=12

ρ

1− ρ2
(xi − u1)(yi − µ2) + Σm

i=1

(yi − µ2)
2

(1− ρ2)σ2
2

))

于是：

∂ ln(L(µ,Σ))
∂µ1

=
Σm

i=1xi −mµ1

(1− ρ2)σ2
1

+
Σn

i=1xm+i − (n−m)µ1

σ2
1

+ 2
ρ

1− ρ2
(Σm

i=1yi −mµ2) = 0

∂ ln(L(µ,Σ))
∂µ2

=
Σm

i=1yi −mµ2

(1− ρ2)σ2
2

+ 2
ρ

1− ρ2
(Σm

i=1xi −mµ1) = 0

联立解得：

µ̂1 =
m(1− 4σ2

1σ
2
2ρ

2)x̄m + (n−m)(1− ρ2)x̄n

m(1− 4σ2
1σ

2
2ρ

2) + (n−m)(1− ρ2)
≜ αx̄m + βx̄n

α + β
(1)

µ̂2 =
2(n−m)σ2

2(1− ρ2)ρ(x̄m − x̄n)

m(1− 4σ2
1σ

2
2ρ

2) + (n−m)(1− ρ2)
+ ȳ (2)

又：

∂ ln(L(µ,Σ))
∂ρ

=

mρ(1− ρ2)σ2
1 − ρσ2

2Σ
m
i=1(xi − µ1)

2 − (1 + ρ2)σ2
1σ

2
2Σ

m
i=1(xi − µ1)(yi − µ2)− ρσ2

1Σ
m
i=1(yi − µ2)

2

(1− ρ2)2σ2
1σ

2
2

令对数似然函数对 σ1, σ2 的偏导为 0 可以求出所有参数的极大似然估计
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Exercise 2

7. 假设从该二维正态总体 N2(µ,Σ) 中随机产生 n 个模拟样本，其中

µ =

(
1

2

)
, Σ =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
,

且 σ1 = 1, σ2 = 2, ρ = 0.6。针对不同的样本量 n = 50, 100, 200，重复模拟 1000 次。
(1) 试计算参数 µ1, µ2, σ1, σ2 和 ρ 估计的平均值、偏差和标准差，并通过 QQ 图和直方图
展示估计的好坏。进一步，随着样本量的变化，说明结果有什么变化；

(2) 基于式 (5.41) 和式 (5.42) 编写程序，分别计算相关系数 ρ 的 95% 的置信区间和区间长
度，并进行比较哪个置信区间最优。进一步，随着样本量的变化，平均区间长度有什么变

化。

证明. 采用极大似然估计

µ̂1 = Σn
i=1xi1 (3)

µ̂2 = Σn
i=1xi2 (4)

σ̂1 =

√
Σn

i=1(xi1 − µ̂1)2

n
(5)

σ̂2 =

√
Σn

i=1(xi2 − µ̂2)2

n
(6)

ρ̂ =
Σn

i=1(xi1 − µ1)(xi2 − µ2)√
Σn

i=1(xi1 − µ̂1)2Σn
i=1(xi2 − µ̂2)2

(7)

[
r(n)− 1− r2(n)√

n
z1−α/2, r(n) +

1− r2(n)√
n

z1−α/2

]
(8)

 1+r(n)
1−r(n)

exp
(
− 2√

n
z1−α/2

)
− 1

1+r(n)
1−r(n)

exp
(
− 2√

n
z1−α/2

)
+ 1

,

1+r(n)
1−r(n)

exp
(

2√
n
z1−α/2

)
− 1

1+r(n)
1−r(n)

exp
(

2√
n
z1−α/2

)
+ 1

 . (9)

其中 z1−α/2 为正态分布的上 α
2
分位数
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Exercise 3

9. 假设 x1, . . . , xn 为来自 0-1 分布的独立同分布的简单随机样本，其分布律为 Pr(x1 =

1) = p, Pr(x1 = 0) = 1− p，其中 0 < p < 1。根据中心极限定理，有
√
n(x̄− p)

d−→ N(0, p(1− p)),

其中 x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi。

(1) 试用 Fisher Z 变换方法构造 p 的置信水平为 1− α 的置信区间；

(2) 取 p = 0.6，从 0-1 分布中随机产生样本量 n = 50, 100, 200 的随机样本，重复 1000 次
试验，编写程序，计算 p 的 95% 的平均置信区间和区间长度，并观察随着样本量的变化，
平均区间长度有什么变化。

证明. 函数 f 满足
√
n(f(x̄)− f(p))

d−→ N(0, (f ′(p))2p(1− p)) ，其中 (f ′(p))2p(1− p) = 1

于是：(f ′(p))2 = 1
p(1−p)

, p ∈ (0, 1) ，令 p = sin2θ, θ ∈ (0, π
2
)∫

1√
(p(1− p)

dp =

∫
2sinθ cos θ
sinθcosθ

dθ = 2θ = 2 arcsin (
√
p)

于是可取 f(x) = 2 arcsin (
√
x) ，于是

√
n(f(x̄)− f(p)) ∈ [−z1−α/2, z1−α/2] 。由此可推知置

信区间为：

[sin2(
1

2
(2 arcsin (

√
x̄)−

z1−α/2√
n

), sin2(
1

2
(2 arcsin (

√
x̄) +

z1−α/2√
n

)]

Exercise 4

11. 设 X 和 Y 是相互独立的随机向量，且 X ∼ Np(µ1,Σ), Y ∼ Np(µ2,Σ)，其中 Σ > 0。

进一步，假设 x1, . . . , xn 为来自总体 X 的独立同分布的随机样本，y1, . . . , ym 为来自总体

Y 的独立同分布的随机样本，n,m > p。
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(1) 试证明参数 (µ1, µ2,Σ) 的充分完备统计量为 (x̄, ȳ, V1 + V2)，其中

V1 =
n∑

i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)′,

V2 =
m∑
i=1

(yi − ȳ)(yi − ȳ)′;

(2) 试求参数 (µ1, µ2,Σ) 的极大似然估计，它们是无偏估计吗？

(3) 试求参数 (µ1, µ2,Σ) 的已知最小协方差矩阵无偏估计，它们是不是唯一存在的？

(4) ∆2 = (µ1 − µ2)
′Σ−1(µ1 − µ2) 通常用来表示两个正态分布 Np(µ1,Σ) 和 Np(µ2,Σ) 之间

的距离。试求 ∆2 的极大似然估计，并且是无偏估计吗？若不是，请给出 ∆2 的无偏估计。

证明. (1)
充分性：

f(x1, · · · , xn, y1, · · · , ym)

=
n∏

i=1

exp{−1
2
(xi − µ1)

′Σ−1(xi − µ1)}
(2π)1/2|Σ|1/2

m∏
i=1

exp{−1
2
(yi − µ2)

′Σ−1(yi − µ2)}
(2π)1/2|Σ|1/2

=
exp{−1

2
(Σn

i=1(xi − µ1)
′Σ−1(xi − µ1) + Σm

i=1(yi − µ2)
′Σ−1(yi − µ2))}

(2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2

=
exp{−1

2
(tr(Σn

i=1(xi − µ1)
′Σ−1(xi − µ1)) + tr(Σm

i=1(yi − µ2)
′Σ−1(yi − µ2)))}

(2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2

=
exp{−1

2
(tr(Σ−1(V1 + V2)) + n(x̄− µ1)

′Σ−1(x̄− µ1) +m(ȳ − µ2)
′Σ−1(ȳ − µ2))}

(2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2

由因式分解定理知充分性成立，由指数分布族的性质知其完备性。

(2) 似然函数：

L =
exp{−1

2
(tr(Σ−1(V1 + V2)) + n(x̄− µ1)

′Σ−1(x̄− µ1) +m(ȳ − µ2)
′Σ−1(ȳ − µ2))}

(2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2

对数似然函数：

lnL = − ln((2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2)

− 1

2
(tr(Σ−1(V1 + V2)) + n(x̄− µ1)

′Σ−1(x̄− µ1) +m(ȳ − µ2)
′Σ−1(ȳ − µ2))

对于任意给定的 µ2,Σ，由 Σ−1 的正定性知，µ1 = x̄ 时 n(x̄− µ1)
′Σ−1(x̄− µ1) 取得最小值，

于是 µ̂1 = x̄ 。同理 µ̂2 = ȳ 。代入对数似然函数有：
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lnL =− ln((2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2)− 1

2
(tr(Σ−1(V1 + V2)))

=− ln((2π)(m+n)/2|Σ|(m+n)/2)− 1

2
(tr(Σ−1/2(V1 + V2)Σ

−1/2))

由于 Σ−1/2(V1 + V2)Σ
−1/2 的对称性，故存在正交矩阵 U ，对角矩阵 Λ = diag(λ1 · · ·λp) 使

得 Σ−1/2(V1 + V2)Σ
−1/2 = UΛU ′ ，代入对数似然函数有：

lnL =− m+ n

2
ln(2π)− m+ n

2
ln( |V1 + V2|∏

λ
)− 1

2
(Σp

i=1λi)

=− m+ n

2
ln(2π)− m+ n

2
ln(|V1 + V2|) +

m+ n

2
Σp

i=1 lnλi −
1

2
(Σp

i=1λi)

=− m+ n

2
ln(2π)− m+ n

2
ln(|V1 + V2|) +

1

2
Σp

i=1[(m+ n) lnλi − λi]

由于 (m + n) lnλ − λ 在 λ = m + n 时取到最大值，此时 Λ = (m + n)Ip,Σ = V1+V2

m+n
。即

Σ̂ = V1+V2

m+n
.

E(x̄) = µ1 于是 x̄ 是无偏估计

E(ȳ) = µ2 于是 ȳ 是无偏估计

E(V1+V2

m+n
) = m+n−2

m+n
Σ 于是 V1+V2

m+n
不是无偏估计

(3) 由于 UMVUE 是充分完备统计量的函数，可得以下结论：
x̄, ȳ 是 µ1, µ2 的无偏估计，因此也是其 UMVUE
E(V1+V2

m+n
) = m+n−2

m+n
Σ 于是 Σ 的 UMVUE 为 V1+V2

m+n−2

由 UMVUE 的定义知其存在即唯一。
(4) 由于函数变换保持极大似然估计，于是

∆̂2 = (x̄− ȳ)′(
V1 + V2

m+ n
)−1(x̄− ȳ) = (m+ n)(x̄− ȳ)′(V1 + V2)

−1(x̄− ȳ)

由于 x̄− ȳ ∼ Np(µ1 − µ2,
Σ
n
+ Σ

m
), V1 + V2 ∼ Wp(m+ n− 2,Σ) ，且两者独立。于是：

E(∆̂2) =(m+ n)E(x̄− ȳ)′E((V1 + V2)
−1)E(x̄− ȳ)

=(m+ n)(µ1 − µ2)
′E((V1 + V2)

−1)(µ1 − µ2)

=(m+ n)(µ1 − µ2)
′(

Σ−1

m+ n− p− 3
)(µ1 − µ2)

=
m+ n

m+ n− p− 3
(µ1 − µ2)

′Σ−1(µ1 − µ2)

因此不是无偏估计，其无偏估计为 (m+ n− p− 3)(x̄− ȳ)′(V1 + V2)
−1(x̄− ȳ)
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